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l. Równania zasadnicze aerodynamiki. 


$ 1. W rozwoju swym aeromechanika znacznie pozostała 
w tyle za hydrodynamiką, która od czasów klasycznych badań 
Stokesa, Kelvina i Helmholtza tak znakomicie postąpiła głównie 
dzięki współudziałowi licznych angielskich badaczy (Rayleigh, Lamb, 
Love, Hieks, Reynolds. Thomson i inni). 

Z wyjątkiem akustyki, ledwie kilka szczególnych przypad- 
ków (transpiracya przez rurki Poiseuillea, wypływ przez otwór 
w cienkiej blaszce, opór ciał poruszających się w gazie, krążki 
wahające się Maxwella i Meyera) zostało rozwiązanych z pewnem, 
czasem bardzo nie wystarezającem, przybliżeniem; nie znamy ża- 
dnego prawa ogólnego, żadnego rozwiązania ścisłego, a najważniej- 
sze zagadnienia są zaledwie poruszone; co najwidoczniej występuje 
w zastosowaniach do meteorologii i aeronautyki pozostających dla- 
tego wciąż jeszcze w stadyum empiryzmu chaotycznego. 

Pochodzi to stąd, że gazów nie można, według zwyczaju hy- 
drodynamiki, uważać za płyny nieściśliwe, a zwłaszcza że ściśli- 
wość, określona przez prawo Boyle-Charlesa od nowej zmiennej 
zależy: od temperatury, której zmiany odgrywają rolę równie wa- 
żną jak różniee ciśnienia. Do równań hydrodynamicznych trzeba 
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zatem dla gazów dodać równanie termodynamiczne; a komplikacya 
zagadnienia na tem polega, że zwykle nie można oddzielić tej strony 
cieplnej badania od strony mechanicznej. 

W dawniejszych badaniach przyjmowano układ isotermiczny 
lub adiabatyczny bez ścisłego uzasadnienia, lub zadawalając się 
przypuszczeniem, że rzeczywistość leżeć będzie między temi, cza- 
sem bardzo oddalonemi ostatecznościami 1). Dopiero w roku 1894 
pojawia się w ścisłej formie owo równanie termiczne 2), na którem 
opierać się powinny dotyczące rozumowania i które powinno słu- 
żyć jako podstawa do systematycznego wywodu aerodynamiki. 

Ponieważ się jednak zdaje, że to równanie dotychczas weale 
w ten sposób wyzyskane nie zostało 3), zamierzamy podać w niniej- 
szej pracy przyczynek do tego rodzaju badań. 

§ 2. Przypuśćmy, że wywodzimy równania cieczy lepkich 
według pomysłu Stokesa bez hipotez molekularnych, opierając 4) się 
tylko na przypuszczeniu, że siły lepkości proporcyonalne są do 
prędkości odkształcenia elementarnego; ściśle biorąc wymagają one 
pewnych poprawek dla gazów o nierównomiernym rozkładzie tem- 
peratury, ponieważ zależnie od niej zmienia się spółczynnik lep- 
kości. Istotnie nie możnaby tego wpływu zaniedbać, gdyby ehbo- 
dziło np. o ruchy oceanu atmosferycznego ziemi, gdzie w górnych 
warstwach bardzo nizka panować musi temperatura 5). 


Zwykłe równania. wypływające z podstawienia wyrażeń: 


E 2 ðu æ ów %i. 
(1) Po=p+ pelt yt zy)-2użt itp. 


1) Tak znajdujemy izotermiczną teoryę efuzyi przez mały otwór w dzie- 
łach: Duhamela, Wiillnera, Moussona, Langa; adiabatyczną (według St. Venant'a 
i Wantzel'a) u Weissbacha, Zeunera, Lamba; obydwie teorye u Winkelmanna, 
Chwolsona i t. p. 

2) Wywiedzione prawie równocześnie dla gazu jednoatomowego przez Kirchoffa 
z teoryi Maxwella, przez Natansona na podstawie rozważań kinematycznych, a przez 
Neumanna ogólnie na podstawie termodynamiki; patrz Natanson Rozpr. XLII 
(A) str. 76 (1902). 

5) Podałem pewne zastosowania w rozpr. „O atmosferze ziemi i planet“ 
[Księga pamiątkowa Uniwersyt. Lwów 1900, także Physik. Zeitschr, 2., str. 307. 
(1901)]. 

+) Według metody Lamba [Hydrodynamies p. 5091. 

5) Hmoluchowski „O atmosf. i t. d. loc. cit. 
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Jeżeli jednak jak w zwykłych zastosowaniach, różnice tem- 
peratury nie są znaczne, wtedy można pominąć wyrażenia drugiego 
wiersza — co też z małymi wyjątkami uczynimy w następujących 
rozważaniach. 

W równaniu owem p oznacza średnią wartość ciśnień nor- 
malnych w trzech wzajemnie prostopadłych kierunkach: 


1 
jĘ == 3 (Paz ŻE Pw alg P..) s (4) 


Nie wynika z tego jeszeze, że p jest identyezne z ciśnieniem 
p w prawie Boyle-Charlesa; jest to jednak hipotezą bardzo prawdo- 
podobną i prawie ogólnie przyjętą przez nowszych autorów. Można 
to samo założenie wyrazić także w odmiennej formie, mianowicie: 
gdybyśmy byli przyjęli prawo Boyle- Charlesa zamiast równania 
(4) za definicyę wielkości p. wynikłoby równanie 


Du 


2 div 5 
BE 7 : (0) 


> op 2 == 
9X—3, t eA uto T 


` a) W 
zie SY RT A 2 CZ cv ou : aand 
| gdzie symbol div jest skróceniem na T Tag” jj i założenie 
CH cy cz 
Stokesa należałoby wysłowić w tej formie: że spółczynnik tarcia 
v zmian objętości jest trzecią częścią spółezynnika u odkształceń 
postaciowych 1). 
Tę hipotezę przyjmiemy także tutaj, polegając na tem, że ki- 
netyczna teorya według Maxwelła 2) daje ten sam rezultat, ale za- 
znaczamy, że bardzo pożądanem byłoby ostateczne zbadanie do- 


świadczalne tej kwestyi, nie podzielamy bowiem bynajmniej zdania 
j y1, podzielamy yna 


*) Patrz: Natanson Rozpr. Akad. Um. XLI p. 238. 
?) Scientific Papors IL. p. 69. (1880). 
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O. E. Meyera '), że to jest rzecz obojętna, gdyż lepkość objęto- 
ściowa superponuje się ponad ciśnienie i od niego odróżnioną być 
nie może. 

Poznamy dalej przykłady ($ 24. $ 25.), które wykazują błę- 
dność tego mniemania, a możnaby jeszcze oprócz nich przyto- 
czyć n. p. zanikanie fal głosowych wskutek lepkości, do którego 
także przyczynia się owa lepkość „objętościowa“. 

$ 3. Najprostszy sposób otrzymania podstawowego równania 
termicznego polega na zastosowaniu zasady energii do poruszającego 
się elementu masy gazu dm = ọ dz dy dz. 

Energia całkowita tegoż elementu, składająca się z energii 
cieplnej. kinetycznej i potencyalnej (względem sił zewnętrznych), 
musi się powiększyć w miarę pracy, wykonanej przez natężenia 
działające na powierzchnię i ilości ciepła, które napłynęło wskutek 
przewodzenia. 

Związek ten jest wyrażony przez równanie: 


Dre uż +o?+w gp], [e 
(6) D Lu 0+ 3 + U | dm — AU: Pe, + wp.) + 
+ 5 (UPa t UP WP) T = (UP a UPT wp...) + x ag 0 da dy dz. 


które przez wykonanie operacyj różniezkowych i przez wprowa- 
dzenie wartości (1) tudzież uwzględnienie równań dynamieznych 
(8) przechodzi w: 

c DO + 
T =D + pdiv = Ø + z A20 
9 a" 
gdzie > przedstawia ciepło powstające (w 1 emë podczas 1 sec.) 
wskutek tarcia wewnętrznego, t. j. tak zwaną funkeyę dysypacyjną: 


0=— anai efe [($5) + (2,) + (2) | 


7 a a] a] 2 a] 
(8) ow A. (+ wyż ôv Al 
"(2 u zobacz zle Aj 
Można zresztą wywód uczynić ściślejszym, wyrażając powyż- 


szą relacyę energetyczną dla skończonej ilości gazu. zamieniając 


1) Gastheorie p. 114 Crelle Journal 75. p. 337. (1878). Meyer opierając sie 
na zasadach teoryi kinetycznej gazów (według Maxwell-Clausius'a) znajduje v= 
ale wynik ten jest bez wartości, gdyż odnośne obliczenie jest błędne (porównaj 
Bołtzmann Gastheorie I. p. 93.) (1895). j 
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calkę powierzehowną na objętościową i zastosowując wynik do po- 
jedynczych elementów 1). 

$ 4. Trzeba jednak zauważyć. że to równanie. tak samo jak 
równania dynamiczne (3), nie będzie zupełnie ścisłe, ponieważ nie 
można przypuszezać, ażeby tarcie wewnętrzne i przewodzenie ciepla 
były zjawiskami eałkiem niezależnemi od siebie. 

Wszak możnaby nawet wątpić, czy jakieśbądź zjawiska fizy- 
czne równoczesne i na tem samem miejscu się odbywające mogą 
być w ścisłem znaczeniu słowa od siebie niezależne. 

Istotnie w naszym przypadku Natanson °) pokazał. że wedlug 
teoryi kinematycznej przewodzenie ciepla w gazie będącym w ru- 
chu, w trochę odmienny sposób odbywać się musi. aniżeli w gazie 
nieruchomym ale różnica w zwykłych warunkach będzie nie- 
znaczna i zapewne nie łatwo da się wykazać doświadczalnie. Ogra- 
niczymy się zatem do przybliżenia, które można osięgnąć przez 
przyjęcie tej zasady „superpozycyi* lub „niezależności“ zjawisk 
lepkości. przewodnietwa cieplnego i t. d. nie wchodząc w rozwa- 
żanie owych kwestyj 


Tak samo pomijamy zboczenia od prawa 
Boyle-Charlesa, przyjmując ścisłość formuły 


P RIO (9) 


o 


$ b. Równania zasadnicze aerodynamiki będą zatem, oprócz 
tejże formułki (9) następujące: 


3) 20 div 
5 Du MR. u zay LpA | 
$ Dt I MECZ | 
X Dvo 3p 4 u 3 div Y. l (10) 
* Dł y 3 cy 
Dw op u © div 2 | 
a TE AAN a a ŁA? w 
DŁ >,  ©z 3 0z KG, | 
równanie ciągłości: 
89 Algu) Ilgo), IWY (11) 
= E ay UNE” 


i równanie termiezne (7), które za wprowadzeniem relacyi 


1) Smoluchowski „O atmosferze” ete. loc. cit. 
2) Rozprawy Ak. Um. XLII (A) str. 70 (1902). 
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PE 
A k—1 
i uwzględnieniem równań (9) i (11) przyjmuje kształt: 
op Spo. 2P ap : 
(12) 3% RUE RH 287 1302 PODANE EEE AE], 


gdzie symbol © jest skróceniem wyrażenia (8). 
Zaznaczymy zaraz na tem miejscu, że z ostatniego równania 
wypływa zwykłe równanie „adiabatyczne* 


r(e) 


Po Qo” 


przez wprowadzenie równania (11), jeżeli prawą jego stronę można 
pominąć w porównaniu z lewą stroną. Wyrażenia z lewej strony 
przedstawiają zatem reakeyę cieplną ściśnienia lub rozprężenia adia- 
hatycznego. 

Ażeby określić specyalny problemat. trzeba określić warunki 
graniczne, t. j. wartości u, v, w, p, O na powierzchni, a także stan 
początkowy układu zależnego od czasu. 

W zwykłych zastosowaniach gaz zawarty będzie wśród ścian 
stałych, o temperaturze przybliżenie jednostajnej 1, na których 
u,v,w trzeba przyjąć równe zero. według doświadczeń, które wy- 
kazały zupełne przyleganie warstw powierzchownych do ścian. 

W razie ruchu statecznego wynika z równania (11) dla tych 
powierzchni: div = 0 zatem, obierając kierunek normalnej za oś 
Z i oznaczając prędkość w tymże kierunku znakiem v,: 


26, 
aeę 
to znaczy, że kierunek linij prądu w warstwach powierzchownych 
równoległy jest do ścian. 
Nazywając prędkość w tymże kierunku V. widzimy, że rów- 
nanie (12) daje dla powierzehni: 


0 


aPye 
(13) B=u(;, ) =- 240. 


') Nierówności temperatury ścian dałyby powód do powstania prądów kon- 
wekcyjnych porów. Oberbeck [Wiedem. Ann. 7. p. 271. (1876)], Lorenz TWiedom. 
Ann. 13. p. 582. (1881)]. 
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Przy ścianach więc znika wpływ termiczny rozprężania lub 
ściśnięcia, a przeważną rolę odgrywa produkcya ciepła przez tar- 
cie, która równoważoną być musi przez przewodnietwo gazu. W ga- 
zie, w którym spółczynnik przewodnictwa x byłby zerem. ruch 
stały byłby wogóle niemożliwy, bo powierzchowne warstwy musia- 
łyby się bez końca rozgrzewać. Wypływa stąd, że nie można uwa- 
żać lepkości i przewodnictwa cieplnego wogóle jako czynników 
drugorzędnych. 


Il. Twierdzenia ogólne o symetryi i podobieństwie dynamicznem. 


$ 6. Przyjmując siły zewnętrzne równe zeru, zauważymy, że 
równania zwykłej hydrodynamiki pozostają niezmienione, jeżeli się 


podstawi — u, — v, —w, — p na miejsce 4, v, w, p. pod warunkiem, 

, k : : f 4 ` r i N ` A 

że ruch jest „spokojny“ 1, t. j. że pominąć można wyrażenie kwa- 
D ) 


dratowe prędkości (zatem Di zastąpić przez = ) . To znaczy. że spo- 


kojne ruchy cieczy są w pewnym sensie „odwracalne*; zmieniając 
znak wszystkich różnie ciśnienia otrzyma się ruch zupełnie podo- 
bny, charakteryzowany przez te same linie prądu i te same pręd- 
kości, ale zwrócone w kierunku przeciwnym. 

Odwracalny jest także ruch „rozpędowy*, przedmiot hydro- 
dynamiki klasycznej, „idealnej, polegający na uwzględnieniu bez- 
władności a pominięciu zupełnem lepkości; tylko że ciśnienie przy 
tem, jako zależne od kwadratu prędkości, nie zostaje odwróconem. 
Natomiast równania zupełne, uwzględniające oba ezynniki, odpo- 
wiadające ruchom „gwałtownym* nie dopuszczają takiego odwró- 
cenia. 

_ Wnioskujemy z tego także: jeżeli ciecz wypływa przez otwór 
w ścianie, symetryczny względem płaszczyzny IZ. przełożonej prana 
šcianę, wtedy linie prądu będą także symetryczne względem tejże 
plaszezyzny, dopóki ruch jest „spokojny“ (Rye. 1) Gdy różnica cr- 
śnienia tak dalece się powiększy, że ruch stanie się „gwałtownym ”, 
wtedy zatraci się symetrya, co tłómaczy n. p. dążność cieczy do 
tworzenia promieni i wirów w takich przypadkach (Rye. 2). 


) Uważam to wyrażenie za trafniejsze aniżeli „powolny“. ponieważ nawet 
najszybsze ruchy do tej kategoryi należeć będą, jeżeli gęstość będzie odpowie- 
dnio mała. 
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Wprawdzie Helmholtz!) uważał za konieczną hipotezę po- 
wstawania powierzchni nieciągłości (Discontinuitätstlächen) do wytló- 
maczenia zjawisk promieni, sądzę jednak, że właśnie omawiana 
asymetrya zupełnie do tego wystarczy: przedmiot. któremu oso- 


54 
Ryc 1. Ryc. 2. 


bną pracę poświęcić zamierzamy. wraz z argumentami doświadczal- 
nymi i teoretycznymi, które za tą teoryą przemawiają. 

W aerodynamice także bezwzględna wartość ciśnienia wcho- 
dzi w rachubę, mianowicie w równaniach (9) i (12), które zatem 
oczywiście nie mogą być odwrócone. Tem powszechniejsze jest 
tutaj zjawisko asymetryi, wspomnimy tylko n. p. o promieniu?) 
gazu wypływającego pod znacznem ciśnieniem, o tworzeniu pier- 
ścieni wirowych z dymu (według Taita) o ruchach asymetrycznych 
i wirach w otoczeniu ciała wyrzuconego z znaczną prędkością (Mach). 

Tylko dla ruchów bardzo spokojnych, połączonych z małemi 
różnicami ciśnienia. istnieć będzie przybliżona symetrya. [Np. $ 28]. 

$ 7. Wielkiej doniosłości w praktycznem zastosowaniu do 
rozmaitych zagadnień jest zasada tak zwanego podobieństwa dyna- 
micznego, używana np. przez Helmholtza*) w hydrodynamice zwykłej, 

[Po ukończeniu pracy niniejszej spostrzeglem dopiero, że Helm- 
holtz na innem miejseu*) rozszerzył swe badania w celu objęcia 


1) AE er diseontinuirliche Fliissigkeitsbewegungen*. Berl. Akad. Ber. 1868 
p. 215; Ges. Abh. I. p. 146. 

2) Patrz $ 9, 2. 

8) Studien über elektr. Grenzschichten. Wiedem. Ann. 7 p. 375 (1879). 

4) Uber ein Theorem geometrisch ihnliche Bewegungen flüssiger Körper 
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niemi także aerodynamiki i zastosowań do aeronautyki. Przeciwko 
rozumowaniu jego trzeba jednak podnieść kilka zasadniczych za- 
rzutów, które obalają prawie wszystkie wnioski ostateczne. Pomi- 
jając błąd liczebny przy porównaniu spółczynnika lepkości $ po- 
wietrza i wody (stosunek ich nie jest 08082 lecz 8-082), który 
zmienia zupełnie wyniki liczb, należy zwłaszcza podnieść: 1) zu- 
pełne nieuwzględnienie wpływu temperatury w równaniach zasa- 


orehe CN R BAT ; m 
dniezych; 2) pominięcie ściśliwości powietrza przy szybkim (9) 
sec 


ruchu ogromnego balonu; 3) pominięcie lepkości w tym samym 
i w analogicznym przypadku — ruchu okrętu w wodzie. Znacze- 
nie ostatniego punktu wynika z znanego rezultatu, że kula poru- 
szająca się w cieczy bez lepkości, z stałą prędkością. wogóle ża- 
dnego nie doznawałaby oporu. Sądzę, że pojęcia podobieństwa nie 
można rozciągać na tak odrębne dwa przykłady '). W niniejszych 
wywodach pojęcie to używane jest w inny sposób, w ścisłem zna- 
czeniu slowa]. 

Znając rozwiązanie danego zagadnienia powiększajmy wszyst- 
kie zmienne w pewnych stosunkach; kładźmy 


nx, wa, mz zamiast v, y, z 


MU, MV, MW R w, v, w 
bp > p 
h O > 0 
Il 
t r t 
m 


i rozważmy, jakie między tymi spółezynnikami zachodzić muszą 
związki. ażeby także nowy ruch był dynamicznie możliwy. Wa- 
runkiem koniecznym i wystarczającym. wynikającym z podstawie- 
nia tychże zmiennych w równania (10. 12) jest istnienie następu- 
jących tożsamości: 

bm b m 


z (10): a 
hn n n? 


betreffend, nebst Anwendung auf das Problem Luftballons zu lenken [Berl. Akad. 
Ber. 1873 p. 501; Ges. Abh. I, p. 158). 

') Znaczna część oporu okrętu pochodzi z wytwarzania fal, zależnych oczy- 
wiście od ciężkości; pod tym względem niema żadnej analogii między nim a balonem. 
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mb m h 
z (12): =—= 
aa n nT w 
które się sprowadzają do dwóch związków niezależnych między 
czterema wielkościami !): 


i | 2, m 
(14) | h=m> ; b= - 


Podamy kilka szczególnych przypadków dla uwydatnienia 
ważności praktycznej tego podobieństwa dynamicznego: 

$ 8. Kładziemy n=1, zatem b=Vh=m. W tem samem 
naczyniu powstanie ruch zupełnie analogiczny do pierwotnego. je- 
żeli ciśnienia powiększone zostaną w stosunku pierwiastka z tem- 
peratury; prędkości wtedy w tej samej proporcyi się powiększą. 

a) Tak prędkość głosu według wzoru c = VE RO (niezależnego 
od ciśnienia) wzrasta w stosunku pierwiastka z temperatury. 

Wzór ten jednak jest ważrym tylko, jeżeli chodzi o wychy- 
lenia bardzo małe, z pominięcier: lepkości i przewodnictwa; uwzglę- 
dniając te wpływy, otrzymałoby się formułę bardzo skomplikowaną 
zawierającą także ciśnienie. Mimo to wniosek powyższy pozostanie 
ważny, jeżeli się go odnosi do tonów, których ilość drgań propor- 
cyonalna jest do \ 8 i jeżeli się mierzy prędkość przy ciśnieniach 
odpowiednich *. Odnosi się to także do rozchodzenia się głosu 
w rurach. 

6) Opór (rozmiarów z? p) ciała poruszanego z prędkością małą 
jest przybliżenie do niej proporeyonalny; dokładnie stosuje się to 
do każdej prędkości, jeżeli równocześnie ciśnienie gazu w tym sa- 
mym stosunku a temperatura w kwadratowym stosunku się po- 
większa. 

y) Podobne zastosowania do wypływu gazów. 


ć 1 
$ 9. Przyjmiemy: h = 1. zatem m= 1. b= So Temperatura 


jest niezmieniona; wtedy także prędkość pozostanie taka sama 


1) Uwzgledniając zależność spółczynników j. i » od temperatury, otrzyma- 
łoby sie pod założeniem proporcyalności ich do 0% na miejscu (14, 2) równanie 


224: 
m ; 
b 


uN 
) T. j. w ogólnym przypadku przy ciśnieniach proporeyonalnych do 
02+:. 


a 
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w odpowiednich punktach dwóch naczyń podobnych, których roz- 
miary są w odwrotnym stosunku ciśnień gazu. 

a) Istotnie łatwo się przekonamy, że temu żądaniu zadość 
czyni wzór Kirchhoffa 1), odnoszący się do prędkości głosu w wąz- 
kich rurach (o promieniu »): 


W aa , 


(zważywszy, że N zmienia się w odwrotnym stosunku do rozmiarów). 
8) Formuła Poiseuille-Meyera: 


DZ A38 (15) 
l 8u 

ważna jest tylko co do ruchu spokojnego w długiej a wązkiej rurce. 
Zasada powyższa wskazuje, że zastosowanie jej do rurek w sto- 
sunku m dłuższych i szerszych tylko wtedy jest uprawnione, jeżeli 
równocześnie ciśnienia w odwrotnym stosunku zostaną zmniejszo- 
ne”). Wtedy gaz osiągnie tę samą prędkość, a objętość wypływa- 
jaca będzie m?razy większa. Ale rezultat ten wcale nie jest zwią- 
zany z ważnością owego wzoru i nie jest ograniczony do ruchu 
statecznego ani też do ruchów spokojnych; stosuje się n. p. równie 
dobrze do wypływu z naczynia zamkniętego przez otwór w ścianie. 

y) Opór ciał geometrycznie podobnych poruszanych z daną 
prędkością w gazie o ciśnieniu odwrotnie proporeyonalnem do sto- 
sunku rozmiarów będzie proporcyonalny do tegoż stosunku. 

Przy szybkim ruchu takich ciał powstaje szmer świszczący 
(Reibungstóne), zjawisko pod względem teoretycznym jeszcze zu- 
pełnie nie wyjaśnione. Mimo to możemy przepowiedzieć, że ilość 
drgań przy ciśnieniach odpowiednich będzie odwrotnie proporeyo- 


P à ; 5 A f . U 
nalna do rozmiarów tych ciał ( ponieważ N będzie miało wymiar >): 


Istotnie prawo tego rodzaju zostało znalezione przez Strouhala 5) 


1) Kirchhoff Pogg. Ann. 134 p. 177 (1868), Low Wied. Ann. 52 p. 652 (1894). 

2) Podczas gdy w hydrodynamice według Helmholtza (loc. cit.) potrzebne 

jest zmniejszenie ciśnienia w stosunku 2 ponieważ tam istnieje tylko jeden 
n? 


rodzaj podobieństwa : 
b= m? 


= V9" 


3) Wied. Ann. 5, p. 216 (1878). 
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w pracy nad tonami powstającymi wskutek ruchu szybkiego ciał 
walcowatych, drutów ete. w powietrzu, ale prawo jeszeze dalej się- 
gające, mianowicie: że w powietrzu o ciśnieniu atmosferycznem 
ilość drgań jest przybliżenie proporeyonalna do ilorazu prędkości 
przez promień walca: 


v 
N=c—. 
r 


Zapomocą naszej metody wywnioskujemy łatwo, że formułka 
ta pociąga za sobą niezależność wysokości tonu od ciśnienia i tem- 
peratury. 

Strouhal wprawdzie twierdzi, że obniżenie temperatury po- 
woduje podwyższenie tonu, ale liczby, które przytacza, odpowiada- 
jące temperaturom 9590 i 37°C weale nie wydają się przekony- 
wującemi; zresztą, co prawda, także i wzór powyższy nie jest cał- 
kiem dokładny. 

ô) Saint Venant i Wantzel 1) zauważyli, że prędkość gazu 
wypływającego przez otwór nie może być powiększona przez pod- 
wyższenie ciśnienia ponad pewną granicę, która nie zależy od ró- 
źnicy ciśnienia wewnętrznego Pa i zewnętrznego p,, tylko od ich 
stosunku Ę F, Przyjąwszy ten wynik, wyobraźmy sobie dwa do- 
osika nad tym samym otworem, ale z różnemi ciśnieniami, 


w których ta wartość krytyczna została osiągnięta: 


Da__Fa (9 
1 2 — — i 
(1) Pi P, ( ) 


Ów ruch pierwotny, określony przez pe Pi będzie podobny do 


trzeciego rodzaju ruchu (8), określonego przez ciśnienia Po, P, 


Pa. ŻŁ 


; 4 mE i — 5 ni 
i rozmiary otworu zmniejszone w stosunku P, P, Ponieważ 


prędkość nie zmienia się przy zmianie 1—3, m0 $ Sin 
padkiem drugim pokazuje, że prędkość wogóle niezależną będzie o 
rozmiarów otworu ?). 


Wniosek ten, będący konsekwencją istnienia stosunku kry- 


b i X 3 s dus 17 (1843). 
1) Journal de PEcole polytechnique XVI (1839), Comptes Rendus ( ) 


Potwierdzili te wyniki Zeuner, Hirn, Wilde, Salcher, Whitehead i iuni. m 
2) Przybliżenie równa prędkości głosu (Lamb, Hydrodynamies p. 28). 
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tycznego Pa — 1:89, zgadza się z wynikami prac nad tym przed- 


Pı 
miotem. 


Mach i Salcher 1) i Emden?) spostrzegli powstawanie prążków 
w promieniu gazu wypływającego, gdy stosunek ciśnień przekracza 
ową wartość krytyczną. Emden tłómaczy to zjawisko różnicami 
gęstości, odpowiadającemi szeregowi fal akustycznych stojących. 
Odstępy tych prążków wyraził przez formułkę empiryczną: 


a= 088 a VP: —19, 
Pı 


w której d oznacza średnicę otworu wypływania. 

Nie zważając na tę formułę, porównajmy z danym przykła- 
dem drugi, podobny, gdzie wielkości d, p4, p, zastąpiliśmy przez 
D, p, S, Pa 7 ; wskutek podobieństwa, 4 musiałoby przejść w 4 > 
Nie możnaby a priori oznaczyć odpowiedniej wartości w trzecim 
przypadku określonym przez wielkości D, P,, P,, zadość czyniące 
relacyi 


g 
po D_p 
EE Pa 
b: D 


Ale jeżeli doświadczalnie dowiedziono, że A zależy tylko od sto- 
sunku ciśnień, a nie od ich wartości bezwzględnych, wtedy wy- 


TE . R" 
nika, że otrzyma ono w owym trzecim przypadku wartość A -;. Jest 
` d 


tak ogólnie udowodniona proporcyonalność długości A do rozmia- 


Ją 


rów otworu: A = d fe. (5): a Emden nie potrzebował nawet przed- 
Dy 


sięwziąć odpowiedniego szeregu doświadczeń. 

e) Użyteczność tej metody uwydatni jeszcze następujący 
przykład: 

Kohlrausch 5) badał tony powstające podczas wypływu gazów 
przez wązkie szczeliny (Spaltentne) pod względem zależności ilości 


') Sitzungsber. Wien. Akad. 98 (1889), Wied. Ann. 42, p. 14% (1890). 
*) Wied. Ann. 69, p. 264, 426, 453 (1899). 
3) Wiedom. Ann. 13, p. 545 (1881). 
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drgań od szerokości szezeliny s i od ciśnienia p, gazu w rezerwo- 
arze przed szczeliną. Gaz wypływał na wolne powietrze, zatem 
skutek zmiany ciśnienia zewnętrznego p, nie mógł się w owych 
pomiarach uwydatnić. Możemy jednak a priori obliczyć, jaka ta 
zależność będzie. Zamierzamy znaleźć ogólny wzór N = J (s, py, P), 
którego szczególny przypadek (dla p, = p, = ciśnienie atmosfery- 
czne) stanowi formułkę empiryczną Kohlrauscha: N = f (s, p, po) = 
p (s, pı). 

Skorzystajmy z podobieństwa ruchu s, pı, pa do ruchu okre- 
ślonego przez wartości 


P2 Po 
ae n Dij 
Po Pi p? Po 


dla którego będziemy mieć 


pes „Pe , Po ` 

N=9 G Pi = 
Ilości drgań w tych dwóch przypadkach muszą jednak być od- 
wrotnie proporeyonalne do czasu (tak samo jak w $ 8 a y; 9a), 
a zatem M = N = py:p, co daje wreszcie wynik żądany: 


N= = * p sii > PA >) = f (8, P> Pa) 

W podobny sposób (patrz $ 8) możnaby także przepowiedzieć 
zależność od temperatury. Pomiary Kohlrauscha nie dadzą się je- 
dnak wyzyskać w taki sposób, ponieważ nie znajdujemy w nich 
podanych bezpośrednich wartości p,, tylko od tychże zależne śre- 
dnie prędkości U gazu wypływającego i ponieważ rezultaty osta- 
teczne, streszczone we formule przybliżonej N= A (U — B) i w ta- 
bliczce wartości 4, B, jako funkcyj zmiennej s, nie uwydatniają 
tych związków w wyraźnej formie matematycznej. 

8 10. Trzeci szczególny przypadek b= 1, m= 1, podobień- 
stwa dynamicznego, jako też modyfikacye zachodzące w razie 
uwzględnienia zależności lepkości od temperatury Są mniej intere- 
sujące. 

Zaznaczymy tylko jeszcze, że wobec istnienia zewnętrznej siły 
ciężkości tylko jeden rodzaj podobieństwa istnieje: 

1 


m&n., hEn, D= 
Va 
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który zastosowany być może do prądów konwekcyjnych powsta- 
jących wskutek różnie temperatury wśród gazu. 

$ 11. Czy podobieństwa dynamiczne stosuje się także do ru- 
chów różnych gazów? Ażeby rozstrzygnąć tę kwestyę zmienimy 
w równaniach (10, 12) także spółezynniki R, k, u, «. Oczywiście 
wskutek równania (12) podobieństwo jest niemożliwe dla gazów 
o różnych wartościach k. Przyjmując zatem k jako równe, zamień- 
my podczas transformacyi ($ 7) także 


R na Ra 
u „ uB 
Gm, tów 
Wynikają z tego warunki: 
b m? b am 
ah n n p n? 
mb „m x: h 
R p nh l ya? 


które sprowadzić można do trzech tożsamości: 
ab 


ny 
i 


=1; ah=m>; nb=m$. (16) 


Ponieważ stała R jest odwrotnie proporcyonalną do ciężaru 
cząsteczkowego M, wynika z pierwszego z owych warunków, że 


u 


zM 


podobieństwo tylko istnieć może, o ile stosunek różnych gazów 
; ę z s. „TÓ 

jest jednakowy. Tabliczka następująca spółczynników = (wzglę- 
u 


dem powietrza) pomnożonych przez M pokazuje, że warunek ten 
istotnie dla różnych gazów dość dokładnie się spełnia: 


k=14 | Ho | Os | N, co | NO 
o ZZ RJ FE ; 
zM |67.2 lro. > 10.28 098.28 g 095. 3a 
Saci PE, ER o baiia *—) 29 
u | 050 E 9i 0:97 = 0:97 | 098 


xM 064.44 g, (067.44 1:37.16 „1092. 17 
u 0:82 i 082 Acrea OD 
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Jako przykłady posłużą nam następujące, speeyalne przypadki: 

$ 12. h=1 b= 1; zatem m = g, n==mB =BVa: 

Dla danej temperatury i pewnego rozkładu ciśnienia istnieją 
ruchy podobne w dwóch naczyniach, których rozmiary proporcyo- 


nalne są do stosunku Vi gazów zawartych; prędkości wówczas są 
jd 


1 
proporcyonalne do -—. 
Ę VM 


a) Łącząc tę zasadę z przybliżenie ważnem prawem Graham- 
- Bunsena: że objętości różnych gazów wypływających przez mały 


otwór w cienkiej blaszce są proporcyonalne do iż” otrzymuje- 
my wynik, że ilość gazu przepływająca przez różne, geometrycznie 
podobne otwory — w razie stałej różnicy ciśnienia — jest pro- 
poreyonalna do powierzchni otworu. 

f) Przyjmiemy przewód długi a wązki, przez któryby DER 
pływały objętości różnych gazów proporcyonalnie do spółczynnika 


Ai 
płynności —. 
u 


Wnioskuje się w podobny sposób, że owa ilość gazu będzie 
proporeyonalną do trzeciej potęgi rozmiarów. Jest to rezultat pod 
pewnym względem ogólniejszy niż wzór Poiseuille-Meyera (15), 
który potwierdza go w specyalnym przypadku rurki o przekroju 
kołowym, jednostajnym. 

y) Podobnie wynika eo do oporu ciał poruszających się w ga- 
zie, w razie założenia proporcyonalności do iloczynu z prędkości 
i z lepkości, że opór będzie w stosunku rozmiarów liniowych — 
w razie założenia proporeyonalności do iloczynu z kwadratu prę- 
dkości i z gęstości: że opór będzie w stosunku wymiarów powierz- 
chniowych. 

ô) Joule i Kelvin?) znaleźli doświadczalnie, że ciała, jak ter- 
mometry, druty — tworzące ogniwo termoelektryczne itp. szybko 
poruszane w powietrzu, ogrzewają się aż do pewnego stopnia, mia- 

m 
nowicie, że podwyższenie temperatury przy prędkościach sa ae” 


do 100 k przybliżenie proporcyonalne jest do kwadratu prędko- 


*) Kelvin, Mathem. Phys. Papers I, p. 400, 445. 
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ści i niezależne od materyału i rozmiarów ciała (koło 1°C dla 


m 
55 — |. 
sec? 


Wyobraźmy sobie: ł) ciało dane, o prędkości v w powietrzu; 
2) drugie podobne, w innym gazie; 8) w tymże gazie trzecie ciało, 


; . N/M . 
o rozmiarach powiększonych w stosunku A V TT i obdarzone prę- 
0 


dkością v V = Używając naszej zasady podobieństwa do poró- 
wnania 1—3, wyniku empirycznego Kelvina do przypadków 8—2, 
możemy przepowiedzieć z porównania 1—2: że w różnych gazach 
(ale posiadających równe Æ) ciało poruszane z prędkością v ogrzeje 
się w miarę: A 0 =a Mv?, t. j. proporeyonalnie do ciężaru właści- 
wego gazu 1 kwadratu prędkości. 

Z przedtem omawianego podobieństwa $ 8 i $ 9 wynika da- 
lej dość niespodziewany rezultat, że stała a jest niezależna od ci- 
śnienia i od temperatury gazu. Gdyby extrapolacya tego wzoru 
dla v większych aniżeli prędkość głosu była dozwolona — co oczy- 
wiście nie wydaje się prawdopodobne — możnaby obliezyć, że me- 


: k ; í 
teor lecący z prędkością 28 Z musiałby się ogrzać do 250090. 


Dla małych prędkości (poniżej 30 =) powyższe prawo empiry- 
czne przestaje być ważne, ale pomiary nie były wystarczające do 
uwydatnienia odpowiedniej modyfikacyi owej formuły. 

§ 18. Podstawmy h=1. n==1; zatem m= Ma, b =f Ve. 

W tem samem naczyniu, w danej temperaturze, będą podo- 
bnymi ruchy różnych gazów, jeżeli ciśnienia są w stosunku ich 

t 
r TA prędkości wtedy będą proporeyonalne do YA 

a) Istotnie zasadzie tej zadość czyni zwykła formuła prędko- 
ści głosu jako też wzór Kirchhoffa ($ 9a) na rozchodzenie się głosu 
w rurach. 

Łatwo też sprawdzić, że formuła Strouhala ($ 9y) o wysoko- 
ści tonu, utworzonego przez ruch ciała waleowatego, pociąga za 
sobą równość stałej c dla różnych gazów, zatem niezależność tonu 
od rodzaju gazu. Nie znamy jeszcze doświadczeń tyczących się tej 
kwestyi. 


20 MARYAN SMOLUCHOWSKI [88] 


Podobnie Emden, znalazłszy dla powietrza formułę ($ 90) 
mógł był bezpośrednio wnioskować, że odstęp prążków 4 będzie 
niezależny od istoty gazu, co faktycznie doświadczenia jego wyka- 
zały, tak samo, jak możemy przepowiedzieć (według $ 8), że znaj- 
dzie się tę wielkość niezależną od temperatury. 

W podobny sposób można sobie nieraz ułatwić badania do- 
świadczalne zapomocą takich rozumowań, albo można rozszerzyć 
doniosłość wyników osiągniętych. 

8) Stosunek objętości gazu przepływającego do działającej 
różnicy ciśnienia będzie proporcyonalny dla różnych gazów do 


spółezynnika płynności : 


jeżeli użyjemy ciśnień odpowiednich. Dzięki temu możemy zapro- 
wadzić znaczne ulepszenie w mierzeniu lepkości. 
Formułka Poiseuille-Meyera 


14 RI 
P1i—ps 8L u 


nie uwzględnia ani bezwładności gazu, ani tarcia powstającego 
wskutek zmienności prędkości wzdłuż rurki, ani różnie temperatury 
(8 27). Mimo to można wykonać dokładne pomiary względne le- 
pkości, nie używając ciśnień dowolnych, lecz proporcyonalnych do 
u p : i 

Vu dla różnych gazów. I to pozostanie ważne bez względu na 


kształt naczynia lub przewodu, nawet dla wypływu przez otwór 
w cienkiej blaszce. 

y) Także metoda Maxwella- Meyera („krążków wahających 
się*) nie jest bez zarzutu z powodu nieścisłosci odnośnej teoryi 
matematycznej, ale mimo to można jej używać do dokładnych po- 
miarów względnych lepkości, wprowadzając gaz pod ciśnieniem od- 
powiedniem i zmieniając zawieszenie krążka w ten sposób, ażeby 
czas wahania był proporeyonalny do VM. Oczywiście stosuje się 

x M 


to wszystko, ściśłe biorąc, tylko do gazów o równej wartości k i z 


ale także przy małych różnicach tych wielkości rezutlaty otrzymane 
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powyższym sposobem będą dokładniejsze, aniżeli przy zastosowa- 
niu zwykłych metod !). 


Ill. Zjawiska cieplne towarzyszące wypływowi. 


$ 14. Zamierzamy w tym rozdziale zastosować nasze równa- 
nie termiczne do zjawisk cieplnych, powstających podczas wypływu 
gazów przez przewody lub otwory, opracowanych w sławnych ba- 
daniach Joulea i Kelvina*). Albowiem, mimo że co do ogólnej in- 
terpretacyi tych doświadczeń niema żadnej wątpliwości tak, że od 
dawna bywają zaliczane do klasycznych doświadczeń z dziedziny 
termodynamiki, to przecież szezegółowe objaśnienie przedstawia tru- 
dności, które usunięte być mogą tylko przez szczegółową teoryę 
aerodynamiczną. 

Tak tłumacząc w zwykły sposób zjawisko Joule-Kelvina nie 
uwzględnia się, że różne warstwy gazu wypływającego różne mają 
prędkości i różne mogą mieć temperatury; zwykle przyjmuje się, 
że podczas rozprężenia adiabatycznego gazu musi nastąpić obniżenie 
temperatury, ale — jak ono się rozdzieli na gaz wypływający i na 
ten, który pozostaje w rezerwoarze, pozostaje niejasnem. 

W tym celu przeistoczymy równanie (12) mnożąc je przez 
element objętości i całkując w obrębie odpowiedniej przestrzeni; 
wypełnionej gazem 3) Zważmy oprócz tego, że 


(( 3 9p 3 
Je div do = (i plul-Hom+wn) dS — | u ot v 24 +w z) do (17) 


. 0p cp 0 ; E 
wprowadźmy wartości że y ży = z (10) i zamieńmy całki potrój- 


: ; $ ©) 
ne — z wyjątkiem tej, która zawiera zw GE owak 
Oznaczając dla skrócenia prędkość normalną do powierzchni przez 
v, prędkość wypadkową przez V= Vu FoF wi, otrzymujemy 
tym sposobem równanie: 


1) Możnaby skorzystać z tego w celu zbadania ścisłości metod Graham- 
Poiseuilla i Maxwell-Meyera, które n. p. Schumannowi (Wied. Ann. 28. p. 353 
(1884)] dały sprzeczne wyniki. 

7) Kelvin, Mathem. Physic. Papers I, p. 333; Joule, Mechan. Wärmeäqui- 


valent. Braunschw. 1872. 
3) Przyjmojemy przestrzeń jeduokrotnie zwartą, 
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AES +e5]|do+ 


+ Ti +o 5-5 v, diy — e 
sGD GE +63) + G +) +--+ (3) + 
(18) A do = (|| Gdo +z (iz S ag, 


Z całką objętościową z lewej strony, pomnożoną przez m, zno- 
szą się odpowiednie wyrazy z 0, a pozostające mogą zostać prze- 
kształcone według wzoru: 


|(dw dv Əv ðw =\| dv dv 
W AE e sy z) b=||v(mz—a a) d5, 
w całkę, którą symbolicznie napiszemy: 


ih [(u = +v 5 ES wz.) (ul + om + wn) — v, div] dS = 


He ya w ż,) 2, — odiv] d8. 


Rezultatem ostatecznym jest równanie: 


AWZ, ii eg]do + E t e Slo + 


e (5)—a (ui T +v 5 taj ACE 


że 
(20) =» || as. 


8 15. Jeżeli gaz płynie prądem stałym, to znika w powyż- 
szem równaniu pierwsze wyrażenie i pozostaje całka powierzchowna. 
którą zastosować możemy do kawałka włókna prądu długości s, 
zamkniętego przekrojami g, i gə. 


Zważając na równanie ciągłości, które przyjmuje formę: ọ Vg = 
const., otrzymamy: iE 


kR mee m O 
Li) 0. ME EE É div div. 
cz (6, 2) 2 s k TOGA wl- 


a 
si 


18% dób a 
BTW ZA > 2 
f Ę ðs Qə 5] 
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Różnica temperatury w dwóch punktach położonych na tej 
samej linii prądu jest zatem w związku z wartościami T, div i kwa- 
dratu prędkości w tych punktach, ale także z długością drogi mię- 
dzy tymi punktami, od której będzie zależeć wartość ostatniej całki. 
I W miejscach, gdzie gaz płynie z dostatecznie jednostajną 
1 małą prędkością (np. we wnętrzu dwóch zbiorników połączonych 
zapomocą wązkiej rurki), można pominąć wyrażenia pierwszego ro- 
dzaju, lecz nie stosuje się to samo do owej całki, która zależy od 
rozkładu prędkości i temperatury między owymi punktami i która 
w ogólności nie będzie równa zeru. Byłoby to ważne, co prawda. 
gdyby np. zachodziło równanie 

p : 
ye [u z +*0|=0; 
ale to stanowiłoby zupełnie wyjątkowy przypadek. 

A) Wogóle zatem nie można twierdzić, żeby podezas prze- 
pływu statecznego temperatura gazu pozostała niezmienioną; różne 
jego warstwy będą miały temperatury różne. 

$ 16. Twierdzenie co do niezmienności temperatury stosuje 
się tylko w pewnym przypadku do przeciętnej temperatury gazu 
wypływającego. 

Przeciętną temperaturą przekroju nazywamy temperaturę, którą- 
by gaz przechodzący przez przekrój (ortogonalny do linii prądu) 
przyjął, gdyby wszystkie jego warstwy zupełnie się zmieszały. t. j.: 


28997 


= "Zę47 > 


gdzie sumowanie odnosi się do wszystkich elementów q przekroju. 

Przyjmiemy teraz, dla uproszczenia wywodu, że punkt Z leży 
we wnętrzu rezerwoaru 7, gdzie warunki powolności i jednostajno- 
ści ruchu są spełnione. Zważmy dalej, że ściany naczynia utwo- 
rzone są przez rurki prądu, przylegające do nich, że można zatem 
V rozwinąć względem odległości ôn od ścian w następujący sposób: 


PLA 


OR 


BLA ô 
= Z a że: — ( V3) = 
V= ôn ( F , a zatem, że 3% (F3) = 20m. ( 


co znika dla ów = 0, na powierzchni ściany, tak samo jak F. Dla 
temperatury przeciętnej otrzymujemy więc z (21): 
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równanie: 
lg 9V 
a 3 a KAŻ 
(28) ŁR l Eu Yoq V Te div + 2 ra aties as. 
k— T Żg9qV 
3 „29 
Całkę d S wyobrażamy sobie przytem rozdzieloną na 


trzy części: a A się do dwóch przekrojów i do ścian naczy- 
nia; jeżeli te ściany są idealnymi izolatorami ciepła, to ostatnia 
część musi być równa zeru, a również znikną dwie inne, jeżeli 
przekrój przechodzi przez części, gdzie warunki jednostajności i po- 
wolności ruchu są spełnione. A zatem: 

B) W takich miejscach, gdzie gaz płynie dostatecznie powoli 
i jednostajnie, temperatura przeciętna gazu wypływającego będzie 
równa temperaturze panującej w rezerwoarze. To właśnie wykazały 
owe doświadczenia Joule- Kelvina nad gazem, który najmniejsze 
okazuje zboczenia od prawą Boyle Charlesa, nad wodorem i w któ- 
rych zatyczka z waty zastępuje cały system przewodów wypływo- 
wych. Ciekawem byłoby jednak sprawdzenie poprzedniego rezultatu 
eo do różnie temperatury n. p. w różnych warstwach gazu wypły- 
wającego z wązkiej rurki, w którym nasza teorya różni się od 
zwykłego rozumowania. Różnica polega oczywiście na tem, że pracą 
dla gazu lepkiego nie będzie określona przez f(ul--vm-H wn) d 8, 
lecz przez f(up.„--vp,--wp.)dS. Równość tych dwóch wyra- 
żeń łatwo może być wykazana dla ruchu stałego zapomocą trans- 
formacyj podobnych do owych w $ 14, ale tylko dla całej ilości 
gazu między ścianami i dwoma przekrojami, nie dla pojedynczych 
włókien prądu. 

Oczywiście uwagi te zresztą w niczem nie naruszają wnio- 
sków, które z owych doświadczeń wywodzone bywają co do ści- 
słości prawa Boyle-Charlesa. 

$ 17. Powróćmy jeszcze do równania (21) i zważmy, że dla 


włókien prądu przylegających do ścian, V, div, >> będą równe 
ðs 


zeru. Ponieważ S aeS w tyeh warstwach musi zostać skon- 
czona, wymaga to, ażel Dy także całka po prawej stronie znikła. Ową 
całkę można napisać w postaci: 


Wier*G)+ te] do, 


a zważywszy. że V można rozwinąć w blizkości ścian: 
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r= Erea 


otrzymamy wartość graniczną: 


ge (z) = EJ: 


2/7 Mm 
tak, że odnajdujemy tym sposobem znów warunek 
BAW p 
u ($y) == 749, 


który przedtem wypowiedziany został jako równanie (13). 
Zresztą temperatura warstwy powierzchownej oczywiście ró- 
wnać się musi temperaturze ściany. 
$ 18. Rozważmy jeszcze bliżej, jaki będzie skutek energii ki- 
netycznej, przyjmując dla uwydatnienia jego i dla uproszczenia, że 
prędkość w przewodzie jest tak duża, że wyrażenia w (21) zależne 
od pierwszej jej potęgi można pominąć w porównaniu z drugą 
potęgą. 
Mamy wtedy dla każdego włókna prądu równanie: 
ER JE 
at rN (24) 


Gdyby gaz wogóle nie posiadał żadnej lepkości, istniałby 
oprócz tego dla każdego włókna prądu związek 1) wynikający z ogól- 
nych równań hydrodynamicznych: 


| dp n T - = const., (25) 


przyczem całka odnosi się do długości linii prądu od zbiornika aż 
do punktu, do którego równanie się odnosi. 
Różniczkując jedno i drugie równanie względem długości włó- 
kna, otrzymujemy: 
dó dV_ idp 


k „dd _ „av 
Ria" ds, gods 


a całkując, przy wprowadzeniu prawa Boyle Charlesa: 


k—1 
J k—1 
-=(2)=(2) . (26) 
89 Po” Qo 
zatem zwykły wzór „rozprężenia adiabatycznego. 


1) Patrz: Lamb, Hydrodynamies p. 22, 
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Wzór ten zwykle w podobnych przypadkach bywa przyjmo- 
wany „a priori“. Jak dalece to jest błędne dla rzeczywistych, 
lepkich gazów, wynika z prostej konkluzyi, że wymagałby on 
ochłodzenia się stałego prądu gazu przepływającego wskutek spadku 
ciśnienia z p; do p, według wzoru: 


k—1 
0, = 6, (=) > , 


podczas gdy widzieliśmy w $ 16, że temperatura średnia pozostaje 
niezmieniona. 

C) Równanie (24) jednak pozostaje ważne także z pewnem 
przybliżeniem dla gazu lepkiego, ponieważ ochłodzenie odpowiada 
nie rozprężeniu, lecz przyrostowi energii kinetycznej. Najniżej spa- 
dnie temperatura oczywiście tam, gdzie prędkość jest największa, 
np. przy otworze zbiornika o skomprymowanym gazie; to jest owo 
oziębienie 1), które przez różnych badaczy zużytem zostało do skra- 
plania gazów według metody „dynamicznej*. W miarę jak gaz 
zatraca swą prędkość, odzyskuje zato pierwotną temperaturę wsku- 
tek ciepła tarcia wewnętrznego. 

Bezpośrednie użycie formuły (26) jest usprawiedliwione tylko 
dla rozprężenia nieskończenie powolnego; w innych przypadkach 
używać trzeba równania zupełnego (21), w razie ruchu szybkiego 
równania przybliżonego (24), a jeżeli przewodnictwo cieplne prze- 
waża, rozkładu izotermicznego. 

$ 19. Dotychezas przyjmowaliśmy, że prąd jest stateczny, 
więc że ciśnienie w zbiornikach zostaje utrzymane na stałym po- 
ziomie — np. zapomocą przyrządu w rodzaju gazometrów lub flaszki 
Mariottea, albo przez połączenie ze stałym źródłem gazu. W chwili 
jednak, gdy przypływ przerwiemy tak, że gaz przepływać będzie 
tylko dzięki ekspanzyi zawartości zbiornika, natychmiast rozkład 
temperatury zacznie się zmieniać, ponieważ wtedy po prawej stro- 
nie równania (21) dodać trzeba: 


TA ŻA -LA + D) dm. 


Ograniczając się do przestrzeni rezerwoaru 1, gdzie prędkości 
będą bardzo małe i temperatura jednostajna, otrzymamy zatem z (20): 


RS EA 


: Pr zyni * : ; > : : : 
) Przyczynia SIĘ w znacznej mierze także zjawisko Joule-Kelvina. 


[95] O ZJAWISKACH AERODYNAMICZNYCH 27 


> damio if ndS, (27) 


co w połączeniu z równaniem ciagłości 


~ i do = — ọ ji v„dS (28) 


daje wzór (26) i równanie: 


xx S i MÓGŁ (29) 
P =P e 


w którem Ś2 oznacza całą pojemność zbiornika. 

D) We wnętrzu zbiornika Z ciśnienie i temperatura opadają 
zatem w miarę wypływu według zwykłego wzoru „adiabatycznego*. 

3820. W przewodzie, przez który gaz rezerwoar opuszcza, 
będą panowały stosunki zawilsze, które objaśnić mogłoby tylko 
szczegółowe rozwiązanie problematu; ale można z pewnem przybli- 
żeniem znaleźć temperaturę gazu, który go opuścił. 

Zastosujmy równania (27) i (28) do dwóch przekrojów, pro- 
stopadłych do linij prądu, pierwszego położonego w zbiorniku 1, 
niedaleko ujścia, drugiego w zbiorniku 2, niedaleko dopływu; ozna- 
czając objętości odpowiednie znakami Q; i (2,, otrzymamy równania: 


Dla Q,: 


2 OE + kp A vdS = 0 (30, 1) 
e Ri + 0, jj s2s=o. | (80,2) 
Dla 0, -+ Q,, zaniedbując pojemność przewodu: 
na 2 py + Qo pa) + zi), pP vd =0 (31, 1) 
m (Q3 Q + Q, 02) + 02 ij, vds =0 (31, 2) 


Dzieląc równanie (31,1) przez (31,2) i zmniejszając (2 w poró- 
wnaniu z Q,, otrzymujemy: 


pi a d (04 Pi + Q; po) __ dp — TA 
Q2 d (Q, 91 + Q, Q2) do, Q1 


to znaczy: 0, =9,. (32) 


2 
2 
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E) Pod założeniami twierdzenia B, temperatura średnia gazu 
wpływającego do zbiornika 2 będzie zatem równa temperaturze 
gazu znajdującego się w rezerwoarze 1, rozprężającego się adiabaty- 
cznie (pomimo, że ciśnienie jest niższe). 

Sprawdzić można ten wynik, obliczając odpowiednią pracę ze- 
wnętrzną i ilość ciepła pochłoniętego. które okazują się równemi 
V Pti t. j. oczywiście mniejszemi aniżeli wartości odpowiada- 

i 
jące rozprężaniu odwracalnemu. 

$ 21. Wyniki te zasługują na uwagę badaczy, którzy zajmują 
się efuzyą, transpiracyą i podobnemi zjawiskami, ponieważ wyka- 
zują, jakie błędy mogą pochodzić w razie badania praw wypływu 
statecznego z używania rezerwoarów zamkniętych. Tak n. p. Don- 
nan), mierząc czas potrzebny do zniżenia początkowego ciśnienia 
w zbiorniku 525 mm do 322 mm, nie otrzymał w rzeczywistości 
względnych czasów efuzyi różnych gazów, ponieważ temperatura 
nie pozostawała stałą (jak on sądzi, równą 25° O), tylko np. dla po- 
wietrza mogła się obniżyć aż do — 140C, dla bezwodnika węglo- 
wego — 9°, a dla Argonu do — 280. Różnice te oczywiście bardzo 
są przesadzone, ponieważ musiały one zostać wyrównane częściowo 
wskutek przewodzenia ciepła ku ścianom naczynia, ale w każdym 
razie okazują one konieczność używania gazometrów © stałem ci- 
śnieniu w celu uniknięcia możliwości tak znacznych błędów. Już 
Joule i Kelvin zauważyli, jak ważny był ten warunek dla popra- 
wności ich pomiarów. 

Podobne zarzuty można uczynić większej części podobnych 
badań, nawet w pewnej mierze ciekawej pracy Emdena (loe. cit.). 
Emden nie zaradził temu przez używanie wentyla regulującego ci- 
śnienie (Druckreducirungsventil), ponieważ gazu, który przezeń prze- 
płynął, nie ogrzewał do niezmiennej temperatury. 

Ten zarzut jeszcze bardziej tyczy się doświadczeń Macha 
i Salchera, wykonanych zapomocą ciśnień znacznie wyższych a zbior- 
nika o mniejszej pojemności, i może to też wytłómaczyć sprzeczność 
odpowiednich pomiarów temperatury gazu wypływającego [obniże- 
nie kilkunastu stopni według Emdena, koło stu stopni według Macha]. 

Zresztą zauważyć należy, że temperatury gazu, poruszającego 
się z wielką gwałtownością, żadną miarą nie można mierzyć zapo- 


1) Philos. Magazine 49, p. 423 (1900). 
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mocą termometru, ponieważ obecność jego zupełnie zmieniłaby ruch 
gazu i rozkład temperatury. 


IV. Rozwiązania szczegółowe zagadnień aerodynamicznych. 


§ 22. Ograniczymy się na zanalizowaniu kilku prostych przy- 
kładów, z których jednak niektóre służą do illustracyi metod ogól- 
niejszych. 

Przykład najprostszy, trywialny, jest to ruch stały gazu mię- 
dzy dwiema powierzchniami walcowatemi, zewnętrzną o promieniu 
rę stałą, a wewnętrzną o promieniu r, wykonywującą m obrotów 
na sekundę. 

Oznaczając znakiem o prędkość kątową w odległości » od 
osi symetryi, mamy rozwiązanie 


y. 7 
u= — o“; 00 —, 
34 Fi 


i 


które spełnia równania (10) pod warunkiem: 


a Pan 1 JB), 
A=" Sm ale = (33) 


dr 
jeżeli wiadoma jest temperatura. 
Do jej oznaczenia służy równanie (12) dające po zeałkowaniu 
rezultat 


A A + clog = s (34) 


w którem 0, oznacza temperaturę zewnętrznego walca. 

Ażeby oznaczyć stałą c, przyjmiemy, że z wewnętrznego walea 
nie uprowadzamy ciepła tak, że on osięgnie równowagę termiczną, 
gdy 

„d0 
» dr DEE 


Temperatura odpowiednia jest: 


O EE [AA og i] (35) 
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albo w przybliżeniu dla małej grubości r, — 74: 
(36) 6, = 6, + Eann’, 

z 


co daje np. dla = 100, r= 10 cm, w powietrzu: 0, = b+ 1:40 0, 

$ 28. Robiąc r==o, lub też przyjmując z góry u=v—= 0; 
v= f(s); przechodzimy do stałego ruchu „lamelarnego*, równole- 
głego do płaszczyzny YZ, który odbywa się tak samo, jak u cie- 
czy: v = bg- ce. 

U cieczy jednak możliwym jest także ruch lamelarny zmienny. 
Jeżeli np. płaszczyzna OYZ wykonywa ruch drgający w kierunku 
osi F:v =A cos ył, to ruch ten rozchodzi się w kierunku osi X 


wskutek równania 


według tego samego prawa, jak ciepło w ciele peryodycznie ogrza- 


nem, mianowicie: 


(37) — g a 
: 2 5 
=. COS (r= sg). 


W gazach jednak napotykamy tę osobliwość, że równania 
(10, 11, 12) nie mogą być spełnione ściśle w razie założeń u=0 
i v= fe. (x, t), ponieważ wskutek ciepła wytworzonego przez tarcie 
musi powstać także składowa prędkość u w kierunku X; łatwo 
wykonać dotyczące przybliżone obliczenie. Jest to ciekawy przy- 
kład, jak drgania poprzeczne wytwarzać mogą falowania podłużne, 
akustyczne; pierwsze będą przeważać w blizkości ściany OYZ, 
drugie zaś we większej odległości, ponieważ ich spółezynnik zani- 
kania będzie mniejszy. Rozrzedzenie gazu powiększy zanikanie fa] 
podłużnych, a zmniejszy fal poprzecznych. 

$ 24. Jako drugi przykład, który także uwydatnia różnicę 
gazów a cieczy, obierzemy prąd stateczny w kierunku X, którego 
prędkość zależna jest tylko od z; ściany trzebaby przyjąć oczywi- 
ście jako zupełnie gładkie, lub też tak odległe, że żadnego nie wy- 
wierają wpływu. Pomijając zatem także przewodnictwo, będziemy 


mieli równania: 
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du dp du du | 
(= =— —, 
A 3 das | 
d a 9 
a (ou) = 0 l (38) 
dp du „4u/du ? 
+ kp E E (2) 
dw dz 3 Saby 


Przykład ten budzi pewien interes dlatego, że równania od- 
powiednie mogą być rozwiązane ściśle, podczas gdy w hydrodyna- 
mice nie znamy żadnego rozwiązania ścisłego równań zupełnych 
(z wyjątkiem kilku przykładów trywialnych jak poprzedni). Ana- 
logiczny ruch stateczny nie może się odbywać w cieczy nieściśli- 
wej, ponieważ niema tam tarcia wewnętrznego wskutek rozprę- 
żania, któreby mogło przeciwdziałać przyspieszeniu powstającemu 
wskutek różnie ciśnienia. 

Równania (38,2) i (38,1) można całkować bezpośrednio: 


Qu =b (39, 2) 
du 8 
TA (bu + p — a). (39, 1) 


A : : u 
Taksamo (38,3) podzieliwszy je poprzednio przez de i pod- 
L 
stawiwszy (39,1): 
b 


2 


4 


, č 7 
p =(k—1)  u— — — (k— 1)a. (39, 3) 
u 
A z tego równania wynika przez podstawienie w (39,1) i całko- 
wanie: 
du f udu 
t= m + 3 = = 


(k+Dzu—kau— ch 2 

` 
gdzie całka w znany sposób da się wyrazić przez funkcye loga- 
rytmiczne lub cyklometryczne. 

Zadanie zatem jest rozwiązane, czy ono jednak ma zastoso- 
wanie praktyczne, wydaje się rzeczą wątpliwą. Dziwne może się 
wydać, że potrzeba czterech danych, a, b, c, m do określenia zu- 
pełnego, podezas gdy przywykliśmy, używając np. wzoru Poiseuillea 
określać przepływ przez trzy wielkości: ciśnienie w dwóch punktach 
i temperaturę gazu. Zobaczymy jednak, że polega to tylko na oso- 
bliwej prostocie wzoru Poiseuillea, pochodzącej z pominięcia czyn- 
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ników drugorzędnych, mianowicie rozkładu ruchu w przekrojach 
końcowych rurki. 

§ 25. Łatwiej możnaby urzeczywistnić ruch zmienny rodzaju: 
v=w==0; u=F(x,t); ale wtedy obliczenie nie może być wyko- 
nane bez specyalnych uproszczeń. 

Przyjmiemy zatem, że gaz, o początkowem ciśnieniu p, i tem- 
peraturze 6,, znajduje się w naczyniu walcowatem, o idealnie 
gładkich ścianach. w jednym końcu zamkniętem, podczas gdy z dru- 
giej strony tłok, o bardzo małej masie, wciskanym zostaje przez 
stałą siłę a. Dla ułatwienia obliczenia pominiemy zupełnie wpływ 
bezwładności gazu, przyjmując chwilowy stan ruchu we wszystkich 
warstwach jednakowy, zatem: 

(41) Wc). 

Siła a musi być równoważona przez sumę ciśnienia gazu we- 

wnętrznego i tarcia wewnętrznego, mianowicie [według (1)]: 


6 JE 
(42) Pa AP Ep: 
mA R OW ; : : 
Uwzględniając, że według (41): Zz = (t) i wstawiając war- 


tość p (42) do równania termicznego: 


dp A du, ck 4u A Du" 2 
WZ 


dt 3 3 0: 
otrzymamy równanie różniczkowe: 
OREW NY Z 
(43) dt + 4u ErP =g 
a przez jego całkowanie: 
1 1 r 3ak: 
i Z = Ae” — Z: odzie: a = = 
(44) 7 z; gdzie: a p 
Wprowadzając wartość początkową: 
4u (ow 
3 (GM ac, 
otrzymujemy: 
ER az 
(45 Z ak 
h ) ( : Ea 1) g%ł— 1 


Po —a 


a 
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Gęstość ọ wynika z równania ciągłości przyjmującego tutaj 


kształt: 
do du 0 
- ) =0. 
dt © Fa 
mianowicie: 
a (46) 
E 


wartość całki może być obliczona zapomocą wzoru: 


|. dł LIP zai 
WNE ERY ae ) 


tak, że wreszcie będzie: - 

Po — ż -l 
wa 1 _ at 

"ak zi Ji 


9 = Q E I + (47) 


Gęstość. ciśnienie i temperatura będą się zatem zbliżać asympto- 
tycznie do wartości ostatecznych: 


zę) HFB 
AE 5 
=: \ (18) 
0 l 
pofey OEI „ye 
agi T Ti Roy TOOT tb 


Przykład ten jest interesujący ze względu na porównanie ze 
zwykłą formułą śeiśnienia adiabatycznego, która wymagałaby: 


D GA 


Wzór ten daje dla podwyższenia temperatury wartości mniejsze, 
aniżeli nasz rachunek, co jest zresztą przez się zrozumiałem, ponie- 
waż formulka adiabatyczna ważną jest tylko dla rozprężenia nie- 
skończenie powolnego i nie uwzględnia wpływu tarcia wewnętrznego. 

Prawda, że także w naszym rachunku pominęliśmy pewien 
czynnik: bedac gazu, — która dążyć będzie do zmniejszenia 
tych różnie i do wytworzenia wahań zanikających — i dlatego bę- 
dzie on uzasadniony tylko dla gazu bardzo rozrzedzonego. Jedna- 
kowoż ten przykład pokazuje, że pewien, choć zapewne nieznaczny 


34 MARYAN SMOLUCHOWSKI [102] 


błąd powstać musi także z użycia formułki „adiabatycznej* do 
obliczenia stosunku ciepła właściwego gazów według metody Cle- 
ment-Desormes'a. 

Skutkiem tego będzie powiększenie pozorne spółezynnika k, 
podczas gdy przewodnietwo ciepła działa w kierunku przeciwnym. 
Zresztą zależny on będzie od sposobu, jak następuje ściśnienie gazu; 
gdyby naczynie na przykład miało kształt kulisty, o ścianach 
rozciągliwych, to wtedy tarcie nie miałoby żadnego wpływu. ani 
mechanicznego, ani termicznego, ponieważ 


Qu gw Hi 
e = 3 = 37 = CONSĆ. 
cz cy ca 

zatem p„==p„=Pp.=p; e . 


$ 26. System ogólnych równań aerodynamicznych jest tak 
skomplikowany, że nie można się spodziewać rozwiązania bezpo- 
średniego oprócz w takich wyjątkowo prostych przypadkach. Zre- 
sztą pozostaje, oprócz wniosków omawianych w $ 7—13. głównie 
metoda przybliżenia stopniowego. 

Przytoczymy kilka przykładów: 

Gdyby spółczynnik przewodnictwa z był nieskończonym, to 
cały ruch odbywałby się ściśle izotermicznie; z pewnem przybli- 
żeniem stosuje się to także wogóle tam, gdzie przewodnictwo wielką 
odgrywa rolę. np. w razie ruchów spokojnych w wązkich naczy- 
niach; w miarę jednak jak x różni się od owej wartości, oddali się 
stan gazu od owego rozkładu granicznego tak, że będzie można 
rozwinąć wszystkie wielkości w szeregi potęgowe kształtu: 


u = u f Hy | a |. tą 
= tlo x T z3 rg y8 +... 
ó 0 (0 ( 
| 0=0+2+ +34... 
z - z 


Podstawiając te wartości w równania (10, 11. 12) i łącząc 


e b 
wyrazy pomnożone przez pewną potęgę poet | otrzymamy svstem ró- 
` z v 


wnań o przybliżeniu stopniowem (oczywiście pod założeniem zbie- 
żności), z którego trzy pierwsze określają rozkład n 


ajprostszy, izo- 
termiczny: 
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0, == const = -£ 
w | Eg 
A : u © divo . i 
2 — LAN 5 itd. 
SETA ge (50) 
2 (o tto) , © (Qo Vo) , ©(9o Wo) 0 
7 a N M == 
w ch cz 
/ X ep p 
(k—1) A? 0, = th P + w y + 9 5 +: div, — (k —1) b, i 
Di As adiv, . 
= üu = — jtd. 
ĉr ; +3 ox: "| (51 
8 (Qo M + Q1 tla) | © (90% +E 1%) g E (Qo Wy + 91 Wo) — 
ex - cy az | 


$ 27. Spróbujmy zastosować tę metodę przybliżenia do zwy- 
kłej *) teoryi ruchu w rurkach Poiseuillea. Rozumowanie zwyczajne 
odpowiada równaniom (50) uproszczonym jeszcze przez przyjęcie 
2 


Ali 
z FU. 
. Gb 


v= w=Q i przez pominięcie wyrażeń 


W celu większego przybliżenia należy podstawić formuly, 
które się tak otrzymuje, mianowicie: 


I a = 29 
p= Va — (p? — pa”) = Va — cz (52) 
re GA 46 e (53) 
Su Na—ez 


w równanie (51.1), które się tak przemienia w 


1 əz 00 c 02 — 24 
A0, =— — (r = . 54) 
I Ponso 16u a—cz ig 
Z calkowania wynika: 
a= M Ea 
128.u a—cz 120. u lp 
uż u (55) 
=. 
: u? ut 
Przy tym stopniu przybliżenia mamy zatem: 0 = 0, — 2x 


; ć - 20 ; Ba 
ciekawą jest rzeczą, że = = O dla r= ô, zatem gaz nie wymienia 
or i 


t) 0. E. Meyer. Pogg. Ann. 127, p. 253, 353 (1866; 148, p. 1 (1878). 
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ciepła z ścianą rurki. Największe ochłodzenie, na osi rurki, wynosi: 


4 9. ôt p? -- Pa? 1? 
e TE: sai w gl 
8 rl pi | 


Tak obliczamy n. p. dla doświadczeń Kocha!) nad lepkością 
pary rtęci, przyjmując zaokrąglone liczby pı = 100 cm, p = 1 em, 
l= 10 em, r= 000425 cm, obniżenie temperatury na osi rurki od 
004° aż do 400°C. Nie twierdzimy oczywiście, żeby ten rezultat 
był ścisły, ale wystarcza on do udowodnienia, że formuła Poiseuil- 
lea. polegająca na założeniu spokojnego ruchu izotermicznego, w ta- 
kich przypadkach nie może być zastosowaną i że dziwny wynik 
owej pracy — proporeyonalność lepkości u do 876 — jest bezpod- 
stawny. Podobne zarzuty trzeba uczynić pracy L. Meyera i Steu- 
dela ?), a nawet niektórym pomiarom O. E. Meyera (loc. cit., choć 
w ostatecznych ieh liczbach wpływ zapewne będzie nieznaczny. 
Pokazuje to, jak ważnem jest dla ścisłości owego wzoru zastoso- 
wanie małej różnicy ciśnień, a wązkiej i długiej rurki. 

Wzór (56) zresztą służyć może tylko do osądzenia, o ile wa- 
runek izotermizmu jest spełniony. Dalsze wykończenie rachunku 
przybliżenia nie byłoby usprawiedliwione ze względu na niedokła- 
dność wzoru pierwotnego (52, 53) spowodowaną uproszczeniami 
wspomnianemi 3). 

Z drugiej strony, cheąc wykonać obliczenie z uwzględnieniem 
owych czynników drugorzędnych — lepkości objętościowej i nie- 
równości ciśnienia w różnych warstwach tego samego przekroju — 
natrafiłoby się na nową trudność: podanie ciśnienia w dwóch pun- 
ktach osi Pı, p», 1 temperatury początkowej nie wystarczyłoby do 
oznaczenia stałych 1 funkeyj dowolnych rachunku; trzebaby do tego 
jeszcze znać rozmieszczenie prędkości i ciśnienia w przekrojach 
końcowych. To znaczy, że zadanie nie jest określone dostatecznie 
bez podania kształtu zbiorników, połączonych rurką, zwłaszcza w oto- 


1) Wiedem. Ann. 19, p. 857 (1883). 
*) Wied. Ann. 16, p. 386, 394 (1882). 
3) Oczywiście także wyrażenia 
du 
ou —— itd. 
[o 


m 
u 


moga wejść w rachuhe, powodując zjawiska omawiane w $ 30. które w przypa- 
dku analogicznym cieczy nieściśliwych bliżej zbadane zostały przez Reynolds'a, 
Phil. Trons. 174 (1883). p. 941; 186 (1895). 
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czeniu końców rurki. Okoliezność ta, która uwydatnia się. miano- 
wicie wobee zjawiska t. zw. „vena contracta“, w znacznej mierze może 
wpłynąć na ilość cieczy wypływającej przez krótkie, szerokie rury. 

Mimo to metoda Poiseuillea, używana w sposób opisany 
w $ 18, zawsze służyć może do dokładnych pomiarów lepkości 
względnej. 

8 28. Inny rodzaj zagadnień zostanie objaśniony przez nastę- 
pujący przykład. Rozważmy ruch gazu „spokojny“, stały, o prę- 
dkości jednostajnej c w nieskońezonej odległości, koło kuli stałej; 
zaznaczymy zaraz, że założenie to, opierając się na pominięciu wy- 

Du 


p => Š A? 2 5 3 b oca 
rażeń ou ar w porównaniu Z 4 u, wymaga, ażeby % 
i 


łą wielkością. 

Rozwiązanie byłoby bardzo proste, gdyby gaz był nieskończe- 
nie zgęszczony, ponieważ wtedy div byłoby równe zeru (według 11), 
i ruch odbywałby się tak samo, jak w cieczy. 

Chcąc znaleźć poprawki wynikające z ściśliwości, zważmy, że 
rozkład gęstości i tak samo też innych zmiennych zależny będzie 
od stałej wartości ciśnienia P w nieskończonej odległości, i że 


było ma- 


w miarę jak P oddala się od wartości zero, ruch coraz więcej ró- 


i h yet 
żnić się będzie od typu nieściśliwego. 
Możnaby zatem rozwinąć wszystkie zmienne w szeregi we- 


dług potęg A przez co równania (10, 11, 12) rozpadłyby się w sze- 


reg równań o przybliżeniu stopniowem, podobnie jak w $ 26. Dla 
większej przejrzystości rachunku ograniczymy się jednak z góry 
na dwóch wyrażeniach; wyobrazimy sobie zatem, że wszystkie 
zmienne składają się z dwóch części: 


1 
p=p tmi = +04; =o; | 
z których pierwsza przedstawia typ graniczny nieściśliwości, druga 
zaś poprawkę, małą w porównaniu z pierwszą częścia; z równania 
(9) wypływa wtedy związek: 


u= to H; V= V tH hy W=W + Wy 3 | sA 


PA a: RO, : Pi — Q1 0, 58 
Qo © Po Qo üi 0o SR 
3 Po 


przyczem pochodne > itp, uważamy za małe w porównaniu z po 
[JP 
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Równanie (11) daje jako pierwsze przybliżenie: 
| div, =0, 


59 
8 | jako drugie: div, + o Ż © ho K z + w 000 —=0. 


Dz 
A z równania (12) wypływa: 
3p 
(60) w > + v z + wy w + kp div, = (k — 1) [P, + x 4? 0] 
co przez uwzględnienie (59,2) i (58,1) zamienia się w: 


A ap" Ay 
c Po c Po , Spo 

ty Az tto Z + W, + WP = 
ow cy ce 


c 


61 ke 28, 
SB = to | zę + m zę + % 


Równanie (10) wreszcie daje: 


c 1). a 
| Ei = adu, ` ELUA wię div; ; 
P opo __ Bi u 
(62) Er = MASE sj A Fog div, ; 
| Po =å Wy 5 Pi =. ud? u + E ą div, 


Pierwsze przybliżenie przedstawione jest przez system (62, 1), 
który wraz z równaniem (59,1) jest określeniem odpowiedniego za- 
gadnienia z hydrodynamiki, rozwiązanego przez przyjęcie 1): 


m aż æ? 3a 1a 
| u =— 3 u(1— JE ;+e(1— 4r =F 
y = — 22 (1 2) z 
4 p? pê 
ER 3 a? cz 
wyga 2 cat 1— >; ) „3 
5 8h 62 
po=" = g pa 


Użyjemy tych wartości do obliczenia zmienności temperatury we- 
dług równania (61). 


1) Patrz n. p.: Lamb, Hydrodynamics p. 580. 
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Obliczenia lewej strony jego: 


ep ƏM po __ 
kg 7 wy T S (64) 
3 dur 3a 1 =) OB ch ka SKA l 0 
=P RR ky 4 73 E M 7:3 1 dro zm. 
9. atf a a a? x? a! aż 27 
Dy —— i jt Pr (3 y ; i 6 „A +- 2 76 ) (65) 


pokazuje, że uwzględniając ściśliwość nie można żadnym sposobem 
pominąć zmiany: temperatury wskutek rozprężenia i ciepła tarcia, 
gdyż są to czynniki tego samego rzędu wielkości. 

Równania różniczkowe kształtu powyższego (61) należące do 


typu „eliptycznego* 


AP F w 


Q 
e 


29 NO. 
T 


Q3 
3 


które się często napotyka przy podobnych zadaniach, są mało do- 


tychczas zbadane. Można całkowania dokonać zapomocą mozolnej 


metody przybliżenia stopniowego. rozwiązując po kolei: 


AJ =F 
Mai TE ME 
429 = F— (w z T% w” Wy Z) 


93" 2. e tt 
ASY" = F — to a + vo bA + W% A itd. 


c 


i zważając przytem na warunek dla powierzchni: 5 = ©. 
Wolno się ograniczyć do pierwszego wyrazu tylko o ile spół- 


„ cako Ę ; 82% 3 
czynnik RER, od którego zależy zbieżność następujących po so- 
x i 


bie poprawek, jest mały — warunek ilościowo zbliżony do początko- 
wego założenia ruchu „spokojnego*. Wtedy z równania (61) obli- 
cza się następująca wartość dla 0,: 


= Mm EE | A | 19 3 A, oz%* _ gy a 

0, = 6 + ży i = [19 + 13 5 + 247, gy | a 
3 |--9+ 3x? RAE „BR DA ar) (66) 
y“ á pł JET PAM j 


Podstawiając tę wartość w (58,1) (59,2) wywieść można po- 
drawkę w ciśnieniu wynikającą z uwzględnienia ściśliwości i zmien- 
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ności temperatury, która jednak w razie założenia ruchu spokoj- 
nego okazuje się bardzo małą w porównaniu z istniejącym już opo- 
rem tarcia). 
Ponieważ według (66) temperatura wzrasta w kierunku nor- 
d 
malnym do powierzchni w miarę: 
30, uc? 
67 sai = |20 111 cos? o|. 
9% Gr k=« 32xa W p): 
musiałoby ciało ogrzać się, i to więcej na „równiku* niż na bie- 
gunach, przeciętnie zaś (jeżeli dobrze przewodzi ciepło), jak przy- 
bliżony rachunek wskazuje, o: 
57 uc? 
(68 ô 0 = z5 — 
i 32 x 
niezależnie od wielkości kuli. 
opak s my. - 
Uwzględnienie dalszych poprawek w szeregu 1, 8”, 0”" zmie- 
niłoby rozkład w ten sposób, żeby się stał asymetrycznym, tj. żeby 
na „tylnym* biegunie powstała wyższa temperatura aniżeli na 
przednim. 
Rezultat ten, jak też stosunkowo większe ogrzanie na równiku 
zgadza się z wynikami doświadczeń Kelvina i Joulea*) dla małych 


prędkości (poniżej 52 ); a także wzór (68) oddaje dobrze pomiary 
5 see 


ich dla średnich prędkości pod względem niezależności ogrzania od 
rozmiarów ciała i proporcyonalności do kwadratu prędkości, tylko 


spółczynnik liczbowy jest mniejszy niż w rzeczywistości [oe na 

m : a -- M 
28 —, a według Kelvina 1°C na 50, |. 

sec e m 

Nie można tego jednak uważać za potwierdzenie teoryi, gdyż 

warunki owych doświadczeń wychodzą daleko poza granice zało- 
żeń naszego rachunku. Wspominaliśmy bowiem, że gca małem 
musi być w porównaniu do m (= 000018), ażeby ruch można uwa- 
żać za „spokojny“; prędkości, jakich Kelvin używał, byłyby zatem 
dozwolone tylko w gazie bardzo rozrzedzonym. 


1) Przybliżone obliczenie tego rodzaju bez uwzględnienia zmienności tor:pe- 
ratury: O. E. Meyer, Crelle J. 75 (1878). 
3) Patrz $ 12, 0. 
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$ 30. Warunek „spokoju* ruchu stanowi zatem poważne ogra- 
niczenie praktycznej doniosłości tego rodzaju przykładów. O wiele 
ciekawsze byłyby ruchy „gwałtowne*, w których ściśliwość i zja- 
wiska cieplne także wiele ważniejszą odgrywają rolę. 

Do takich ruchów, w których pominięcie wpływu bezwładno- 
ści nie byłoby usprawiedliwione, możnaby zastosować metody przy- 
bliżenia dwojakiego rodzaju: 

1) Zważając, że „caeteris paribus“ ruch gazu lżejszego [t. j. 
o większym spółczynniku BR] bardziej jest zbliżony do typu „spo- 
kojnego*, można rozwinąć wszystkie zmienne w szeregi według 


potęg a i obliczyć szereg przybliżeń podobnemi metodami jak 


w $ 26, 28. 

2) Rozwinięcie podobne, według potęg spółezynnika m, okre- 
śliłoby poprawki powstające wskutek lepkości, jeżeli się wychodzi 
z typu gazu idealnego. 

Korzyść tych rozwinięć polega na tem, że system równań ró- 
żniczkowych, powstających jest liniowy, ale komplikacya jednako- 
woż jest znacznie większa, aniżeli w przedtem omawianych przy- 
kładach. Do tego trzeba dodać, że w razie przekroczenia pewnych 
granie bezwładności (wskutek powiększenia gęstości lub prędkości) 
ruch staje się niestały i że powstają ruchy kłębiące się (mouve- 
ments turbulents). 

Wspominaliśmy już o kilku przykładach tego rodzaju, jak 
o falach stojących w promieniu gazu lub tonach tarcia, które pra- 
wdopodobnie są źródłem głosu instrumentów dętych. 

Do badania takich zjawisk trzebaby wynaleźć inne metody, 
któreby nie wymagały, jak tamte ciągłości funkcyj. 

Nie zajmiemy się na tem miejscu szczegółowem rozwiązaniem 
takich zagadnień, w których lepkość i bezwładność trzeba uwzglę- 
dnić; poprzestaniemy pod tym względem na teraz na ogólnych 
uwagach oddziałów poprzednich, zważywszy, że nawet w wiele 
prostszym przypadku — w hydrodynamice cieczy lepkich — le- 
dwie rozpoczęto takie badania i tylko bardzo skromne dotychczas 
osiągnięto rezultaty. 


Treść zeszytu IV. f 

M. Nencki i J. Załeski: O produktach odtlenienia heminy zapomocą jodowodoru 
i jodku fosfonu oraz o budowie heminy i jej pochodnych (dokończenie str. 
321—832). — L. Marchlewski i M. Nencki: Przemiana filocyaniny w he- 
mopytrol i urobilinę str. 883—336). 

Treść zeszytu V. 

L. Marchlewski i J. Sosnowski: O kumarofenazynach Część 11. (str. 337—344). 
J. Sosnowski: Badania nad oporem nerwów. I. Mierzenie oporu metodą 
elektrometryczną (z 1 ryc.) (str. 845—349). — St. Zaremba: O teoryi ró 
wnania Laplacea i o metodach Neumanna i Robina (str. 850—405). — Pa A le- 
Grady w Galicyi (z mapą Galicyi i tablicą graficzną) (str. 406—424). — St. N ie- 
mentowski: O pochodnych bifenylu (str. 425—446). — WI. Natanson. 
O prawach zjawisk dyfuzyjnych (str. 447—448). 


Treść zeszytu VI. 


Wł. Natanson: (Dokończenie, str. 449—461). — E. Bandrowski i A. i PoE o- 
peczko: O działaniu chlorowodoru na dwufenyloparazofenylen (str. ET 


472). — K. Olszewski: Oznaczenie temperatury inwersyi zjawiska Ae 
i Kelvina w wodorze (str. 473—478). — L. Bruner: O dyssocyacyi RA: PEN 
i alkoholanu chloralu w roztworach (str. 479—489). — S. Zaremba: Przy- 


czynek do teoryi pewnego równania fizyki matematycznej (str. Se 
J. Rajewski: O funkcyach hypergeometrycznych rzędu wyższego i ie 
przekształceniach (str. 505—552). 


Rozprawy Wydziału matematyczno-przyrodniczego Akademii Umiejętności. 
Serya III. Tom 2, Dział A. 


Treść zeszytu I. 


S. Marchlewski: Ze studyów nad chłorofilem (1 tabl.) (str. 1—6). HE s io 
lecka: Przyczynek do znajomości homologów desoksybenzoiny (str. I AŻ w 
A. Korczyński: O działaniu bromu na durol, pięciometylobenzo A z 
metylobenzol (str. 11—21) — A. Witkowski: Spostrzeżenia nad ele D 
cznością atmosferyczną w Zakopanem (3 rye.) (str. 23—27). — WI. N 2 tans0n- 
O rozchodzeniu się małych ruchów w płynach lepkich (str. 28—32). 


Treść zeszytu II. 


Wł. Natanson: O rozchodzeniu się małych ruchów w płynach lepkich (str. EEG 
44). — S. Kępiński: O calkach rozwiązań równań różniczkowych, rzę 
drugiego, z sobą sprzężonych (str. 45—47). 

Treść zeszytu III. : 

S. Kępiński: O całkach rozwiązań równań różniczkowych, rzędu drugiego, z sobą 
sprzężonych (dok.) (str. 49—69). - Wł. Natanson: O Un ei 
cieplnem poruszającego się gazu (str. 70—77). — L. Bruner: O asa 
katalitycznego działania jodu na bromowanie (Studya dynamiczne nar O ci- 
mowaniem ciał aromatycznych. Cz. IH) (str. 78—98). — T. Godlewski il AE 
snieniu osmotycznem niektórych roztworów, obliczonem na podstawie sił ele 
kiromotorycznych ogniw koncentracyjnych (2 tabl.) (str. 99—112). 


Treść zeszytu IV. 


T. Godlewski: O ciśnieniu osmotycznem niektórych roztworów, obliczonem na 
podstawie sił elektromotorycznych ogniw koncentracyjnych (dokończenie) 
(2 tabl.) (str. 113—116). — S. Niementowski: Amidynowe pochodne bez- 
wodnika antranilowego (str. 117—187). — L. Bier i L. Marchlewski: 
Studya nad barwikami roślinnymi i zwierzęcymi. I. Absorbcya promieni ultra 
fioletowych przez barwiki żólciowe i proteinochrom (4 tabl. i 2 ryc.) (str. 


138—150). — A, Korczyński i L. Marchlewski: Studyum nad izatyną. 
(3 tabl.) (str. 154—160). 


Treść zeszytu V. 


A. Korczyński i L. Marchlewski: Studyum nad izatyną (dok. str. 161—169 
K. Zorawski: O pewnych zmianach długości liniowych elementów podczas 
ruchu ciągłego układu materyalnych punktów. Część druga (str. 170—211) — 
K. Zorawski: Uwaga o pochodnych nieskończenie wielkiego rzędu (str. 212— 
215) — W. Syniewski: O budowie skrobi (10 rycin w tekscie) (str. 216— 
262) — W. Syniewski: O działaniu formaldehydu na skrobie i o pola- 
czeniu jodu z amylodekstryną (tabl. XV) (str. 263—271). — E. Kraft: Badania 
doświadczalne nad skalą barw interferencyjnych (1 ryc. i 4 tabi.) (str. 272— 
323). — W. Baczyński i Sk Niementowski: Studya nad bromowaniem 
benzimidazolów (str. 324—384). 
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«~ Treść zeszytu VI. 

W. Baczyński i S. Niementowski: Studya nąd bromowaniem benzimidazolów 
(dok.) (str. 3885—3891). — K. Zakrzewski: O oscylacyi krażka w płynie 
lepkim (str. 392—398). — Wł. Natanson: O funkcyi dysypacyjnej płynów 
lepkich (str. 399—404). — Wł. Natanson; O odkształcaniu krążka plasty- 
czno-lepkiego (str. 405—423. — St Bądzyński i K. Panek: O kwasie 
alloksyproteinowym prawidłowym składniku moczu ludzkiego (str. 424—432), — 
J. Zaleski: Badania nad mezoporfiryną (str. 433—451) — S. Niemen- 
towski: O kwasie chłoraldwuantranilowym (str. 452 — 456), — K. Olszewski: 
Przyrządy do skroplenia powietrza i wodoru (str. 457—470). — L. Mar- 
chlewski: Przyczyna bierności optycznej wodnych roztworów kwasu anti- 
winowego (str. 471—472). 


Rozprawy Wydziału matematyczno-przyrodniczego Akademii Umiejętności. 
Serya III. Tom 3, Dział A. 


x Treść zeszytu l. 

Br. Pawlewski: O działaniu chlorku lionylu na oksimy i własnościach kamfero- 
nitrylu (str. 1—7). — C. Russjan: Kilka twierdzeń z teoryi wyznaczników 
(str. 8—13). — St. Zaremba: Uwagi o pracach Profesora Natansona nad 
teoryą tarcia wewnętrznego (str. 14—21). — K. Dziewoński: O dekacyklenie 
(trójnaftylenbenzolu) nowy! wędłowodorze i czerwonym związku siarkowym 
dwunaftylentiofenie (str. 22—82). 

Treść zeszytu II. 

K. Dziewoński: O dekacyklenie (trójnaftylenbenzolu) nowym węglowodorze i czer- 
wonym związku siarkowym dwunaftylentiofenie (dokończenia str, 33—38. 
S. Zaremba: O metodach średniej arytmetycznej Neumanna i Robina w przy- 
padku, gdy ograniczenie nie jest spójne (str. 39—70). — M. Smołuchowski: 
O zjawiskach aerodynamicznych i połączonych z nimi objawach cieplnych 
(str. 71—96). 


PA 


Rozprawy Wydziału mat.-przyrod. wychodzą od r. 1901fw dwóch działach: 
A. (nauki matematyczno-fizyczne), B. (nauki biologiczne). 


Każdy dział będzie wychodzić w zeszytach, obejmujących o ile możności 
caly materyal posiedzenia miesięcznego Wydziału (których jest 10 do roku), w całych 
arkuszach druku z ciagła paginacyą. Z końcem roku dołączona zostanie do ostatniego 
zeszytu każdego działu karta tytułowa i spis prac w tomie zawartych, Bez względu 
na możliwą ilość materyału. zawartego w tomie, ilość rycin lub tablic, cena tomu 
z działu A. wynosić będzie tylko 8 kor., a z działu B. 10 kor. rocznie — w Królestwie 
Polskiem dział A. 3 rs., a dział B. 4 rs. rocznie. 


Skład główny; na Galicyę: — Księgarnia Spółki wydawniczej w Krakowie; 
na Królestwo Polskie: Księgarnia Gebethnera i Wolffa w Warszawie. 
, 


